Chapitre4 : Les intéréts composés

Module : mathématiques financieres

Cours de 2¢me année sciences économiques /section B

Chapitre3 : les opérations financieres a long terme

Les intéréts composés

— Introduction : notion de capitalisation des intéréts

Dans les chapitres qui ont précedé les calculs d’intérét étaient effectués suivant
la convention d’intérét simple, c’est-a-dire que pendant toute la durée de
I’opération de prét, les calculs d’intérét prenaient pour base le capital
initialement prété. Ce calcul se justifiait, les opérations financieres en question
étant des opérations a court terme, qui pouvaient ne durer que quelque dizaines
de jours.

Quand I’opération de prét est une operation a long terme, qui peut durer
plusieurs années, il semble naturel que le préteur, a I’expiration d’une durée
convenue avec ’emprunteur, ’année par exemple, considere 1’intérét simple
fourni par son capital pendant cette année comme un nouveau capital qui,
incorporé¢ au capital initial, portera intérét a son tour pendant I’année suivante.

Ainsi 10.000 DA placés au taux annuel de 10%, donneront au cours de la
premiére année 1.000DA d’intérét simple qui incorporés, a la fin de cette
premiere année, au capital initial, porteront le capital place a
10000+1000=11000DA.

C’est sur ce nouveau capital que sera calculé I’intérét simple de la deuxieme
année de placement, intérét qui sera egal, si le taux de placement reste fixe a
10%, a 1100DA.

L’incorporation de cet intérét au capital portera le capital a
11000+1100=12100DA. Ce nouveau capital fournira, pendant la troisieme année
de placement, a 10% un intérét de 1210DA. En supposant que la durée du prét
ait été limitée a trois ans la valeur acquise finale du capital placé sera égale a
12100+1210=13310DA. C’est cette somme que I’emprunteur remettra a son
préteur au bout des trois ans.
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Un rapide calcul montrerait que si le prét avait été stipulé a intérét simple, c’est-
a-dire sans incorporation au capital, a la fin de chaque année, de I’intérét simple
produit pendant I’année, I’emprunteur aurait rendu a son préteur :

10000 + % — 13000DA

La capitalisation (c’est-a-dire 1’addition au capital) des intéréts a la fin d’une
durée convenue, dans notre exemple I’année, est la caractéristique du prét a
intérét composé.

1. Définition de l’intérét composé '

Les intéréts composés concernent les opérations financiéres a moyen et long
terme ;

On dit qu’un capital « C » est placé a intérét composé, lorsque le montant de
I’intérét est ajouté au capital a la fin de chaque période suivante, on parle alors
de capitalisation des interéts.

2. Formule fondamentale des intéréts composeés :

Soit un capital « C » placé a intérét composé au début de I’année et a un taux
d’intérét annuel « i ». Le principe de calcul est le suivant :

— La capitalisation des intéréts veut que la valeur acquise en fin d’année
devienne le capital placé au début de I’année suivante ;

— Le montant de I’intérét annuel résulte toujours du produit : capital placé au
début de I’année X le taux d’intérét annuel ;

— La valeur acquise en fin de ’année : capital placé au début de I’année +
montant de I’intérét annuel.

C: Le montant du capital placé, exprimé en unité monétaire

n: Ladurée du placement, exprimée en années

I:  Le taux d’intérét pour une unité monétaire de capital et pour une durée de
un an.
par exemple un taux annuel de 8% conduirait a écrire i=0,08



Chapitre4 : Les intéréts composés

On remarquera, avec les conventions qui sont ainsi faites, que 1’intérét simple,
en un an, du capital « C », placé au taux annuel i pour une unité monétaire, est
égal a Cxi unités monétaire.

Présentons, sous la forme d’un tableau, les opérations d’intérét et de
capitalisation annuelle des intéréts.

Date Capital au | Intérét de | Valeur acquise a la fin de I’année apres
(années) | début  de | I’année en | capitalisation de I’intérét de I’année
I’année cours
1 C Cxi C+C Xi =C X (1+i)?!
2 C(1+1i) CA+i)xi CA+D+CcA+i)xi =C X (1 +i)?
3 C1l+1? | CA+D)?xi | CA+D*+CA+D*xi =Cx1+1i)3
n-1 c(1 CA+D"2% | CA+D"2+CA+D"2 =Cx(1+i)"1
+ )" 2 X i X
n c(1 CA+D)™! | cCA+D" T +CcA+D™Ixi =Cx@A+)"
+ )1 X i

Nous pourrons ainsi écrire que, dans les conditions données, la valeur acquise
par le capital C, donc aprés n capitalisations d’intérét, valeur acquise que nous
designerons par C, sera donnee par la formule :

Cn=Cx(1+i"

3. Quelques remarques importantes

Remarque 1: nous avons supposé pour établir la formule, valeur acquise
Cn=C X (1+1i)" que la capitalisation des intéréts était annuelle, que le taux
d’intérét €tait annuel et que la durée de placement s’exprimait en années.

Taux de placement et durée de placement s’exprimeraient par référence a la
période retenue pour la capitalisation des intéréts. Cette condition doit toujours
étre remplie pour que la formule soit applicable.

Si par exemple, il est convenu entre préteur et emprunteur, que les intéréts
doivent étre capitalisés (incorporés au capital) a la fin de chaque mois, la
formule fondamentale sera applicable a la condition que le taux d’intérét soit
mensuel, et que la durée de placement soit exprimée en mois.

Remarque 2 : Le tableau précédent montre (colonne4) que les valeurs acquises
successives constatées a la fin des périodes 1,2,3...,n, aprés capitalisation des
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intéréts, sont en progression géométrique de raison (1+i), le premier terme de
cette progression étant d’ailleurs le capital initial « C ».

Remarque3 : Ce méme tableau montre (colonne3) que les intéréts produits au
cours des années 1,2,3,....n, sont également en progression géometrique de
méme raison (1+1).

Remarque4 : Contrairement aux formules relatives aux calculs d’intérét simple
qui donnaient directement I’intérét fourni par un placement, la formule
fondamentale en matiére d’intérét composé donne la valeur acquise par le
capital placé.

On obtiendrait ’intérét total produit en faisant la différence entre valeur acquise
et capital initial.

intéret=Cn—-C=C(1+i)"-C

intéret = C[(1 +i)" — 1]

4. Exemples simples de calcul d’une valeur acquise

Exemplel :

Un capital de 70.000€ est placé a intérét compose au taux annuel de 9%.

— Quelle est la valeur acquise par ce capital au bout de sept ans ?

— Quel est le montant des intéréts genérés au cours de cette période de sept
ans ?

Solution :

C=70.000 ; i=9%=0,09 ; n=7ans

— Lavaleur acquise :Cn = C X (1 + )"

La valeur acquise au boutde 7ans : C7 = C x (1 +i)7

C7 = 70.000 x (1 + 0,09)” C7 =127962,7384 €

— le montant des intéréts générés au cours de cette période de sept ans
intéret = C7 — C = 127962,7384 — 70000

intéret = 57962,7384 €
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Exemple2 :

Un capital de 710.000€ est placé a intérét composé. Taux trimestriel d’intérét :
i=0,025 pour un euro. Capitalisation trimestrielle des intéréts. Calculer sa valeur
acquise au bout de 6ans.

Solution :

Pour exprimer la durée et le taux de placement par référence au trimestre qui est
la période de capitalisation, la durée de placement sera exprimée en trimestres,
soit 24 (un an fait 4 trimestres, alors 6ans faites 24 trimestres). Il y a d’ailleurs
24 capitalisations d’intérét.

On pourra donc écrire :

C24 = 10000 x 1,025%* = 10000 x 1,808726

C24 = 18087,26€

5. problemes simples sur la forme fondamentale des intéréts composés :
Rappelons la formule générale :
Cn=Cx(1+iD)"
Les calculs envisagés supposent I’emploi de calculatrice, ou de tables
financieres.
— Probléeme 1 : Calcul de la valeur acquise
Données : C=20.000€ Capitalisation annuelle des intéréts
Taux annuel i=9,5%
Valeur acquise C7=7?

Calcul :

C7=Cx(1+1i)

C7 = 20000 x (1 + 0,095)

C7 = 37751,0321 €

— Probléme 2 : calcul du taux

Données : C=30.000€ Capitalisation annuelle des intéréts
n=11 ans Valeur acquise C1,=89 971,77€
Taux annuel de placement pour 1 Euro ?

Calcul :

Cn=Cx(1+D)"

Cn
1+ =—
(1+0" ==

Ly oy 8997177
A+D™ =—=35000

(1+ D) = 2,999059
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(1+1i) = "/2,999059
(14 i) = 1,1049999
i = 0,1049999
i=10,50%
En utilisant la table financiere :
La durée 11 étant connue il suffit de chercher, dans la table financiere n°1,
sur la ligne 11 le nombre 2,999059 qui se trouve dans la colonne
correspondant au taux 10,5% ;
— Probléme3 : recherche de la durée de placement
Données : C=40.000€ Capitalisation semestrielle des intéréts
Taux semestriel d’intérét : 4,75% ou i=0,0475
Cn=76597,84€
Durée de placement, exprimée en semestres, n=?

Calcul :

Cn=Cx(1+D)"
Cn

A+ =—

C

C
log(1+i)" = log?n

Cn
nXxXlog(l+1i)= logT
Cn
logT
n=—_=%t
log(1+1i)
log 76597,84
n= 40000
log(1+ 0.0475)
_log 1914946  0,28215653
~ log 1.0475 ~ 0,02015403
n = 14,0000
En utilisant la table financiére n°1 :
Le taux de 0.0475 etant connu on cherche dans la table financiere n°1,
colonne 4,75% le nombre 1,914946, que I’on trouve sur la ligne
correspondant a n= 14 semestres
— Probléme 4 : recherche du capital placé
Données :  n=10ans Capitalisation annuelle des intéréts
C10=123661,92 Taux annuel : i=0.075
Capital placé, C="?
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Calcul :
C - Cn
IEEDE
C . 123661,92 _ 123661,92 — 60000€

T (1+40.075)10 © 2061031

6. Calculs sur la formule fondamentale des intéréts composés. Calcul de la
valeur acquise dans le cas d’un nombre de péeriodes non entier
— Probleme :

Un capital de 20.000€ est placé a intérét composé. Capitalisation annuelle des
intéréts. Taux de placement i=0,11 (11%). Durée de placement : 7ans et 3mois.
Calculer la valeur acquise par le capital a ’expiration de la durée prévue.

— Reésolution :

On calcule la valeur acquise par le capital placé au bout de 7 années de
placement (7 est le nombre entier de périodes de placement immediatement
inféerieur a la durée exacte du placement), puis on ajoute a cette valeur acquise
I’intérét simple qu’elle produira pendant 3 mois (ou % d’année). On remarquera
que le calcul fait a intérét simple n’a rien d’illogique, la capitalisation des
intéréts n’intervenant qu’en fin de période.

Ainsi :

C7 = 20000 x (1 +0,11)7 = 20000 x 1,117 = 20000 x 2,07616
= 41523,20€

11 3
C7 + C mois = 41523,20 + (41523,20 X 100 X E) = 42665,09€

La valeur acquise dans 7ans et 3 mois est : 42665,09€

7. Taux équivalents et taux proportionnels :
— Taux équivalents :

Un capital C est placé a intérét composé au taux annuel i, pendant n années.
Capitalisation annuelle des intéréts. A 1’expiration des n années sa valeur
acquise sera Cn = C x (1 + i)™ . Supposons maintenant que ce méme capital C
soit placé au taux semestriel « i, », pendant la méme durée que dans la premiere
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hypothése soit (2 X n) semestres les intéréts produits étant capitalisés
semestriellement.

Au bout des(2 X n)semestres la valeur acquise par le capital C
sera Cn=C x(1+i2)?" . Si dans lees deux hypothéses envisagées les
deux valeurs acquises sont égales entre elles, c’est-a-dire Si
(1+ D" =(1+i2)>", o, dira que les taux i(annuel) et i, (semestriel) sont
équivalents.

D’une facon générale deux taux :
I, que I’on supposera annuel,

Iv, attaché a une période K fois plus faible que 1’année, seront dits équivalents si,
appliqués a un méme capital, et apres I’écoulement d’'une méme durée, ils
conduisent a une méme valeur acquise, la capitalisation des intéréts étant
annuelle dans le premier cas, effectuée a la fin de chaque année K°® d’année dans
le second cas.

Ainsi :
— Capital C, taux annuel i, capitalisation annuelle, n années de placement
donc n capitalisations.
— Capital C, taux iy, capitalisation a la fin de chaque K®d’année, n
années de placement donc K X n capitalisations.
i et i, seront équivalents si :
CX(1+D)"=Cx(1+ik)km
(1+ D" = (1 + ik )
(1+10)=(1+ik)*
— Exemples de calcul de taux équivalents :
Exemplel :
Calcul du taux semestriel équivalent au taux annuel i=0,095 (k=2)

On écrira (1 +i2)? = 1,095

(1+i2) = 1,0953
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i2 = 1,095% —1=1,04642 -1 = 0,04642
Soit:i2 = 4,64%
Exemple2 :

Calcul du taux mensuel équivalent au taux trimestriel 0,07. Les deux taux,
mensuel i, et trimestriel i, sont équivalents a un méme taux annuel i.

On peut donc écrire :
(1+i12)*2 = (1 +i4)*
(1+i12) = (1 + id)1
(1+i12) = (1,07)%=
(1+i12) =1,02281
(12 =0,02281
Soit:i12 = 2,281%
Exemple3 :
Calcul du taux semestriel équivalent au taux mensuel 0,015.

(1+i2)2=(1+i12)12
(1+4i2) = (1+i12)%
(1+i2) = (1+0,015)°
(1+i2) =1,015°
(1+i2) =1,093443
i2 =0,093443
Soit: i2 =9,34%

— Taux proportionnels

On écrirai le taux proportionnel annuel i, et relatif & une durée k fois plus petite
que I’année.

Ainsi le taux trimestriel au taux annuel 1=0,08 est 0’% = 0,02
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Remarque :

— Nous observons qu’avec un taux annuel i=12%, le taux trimestriel équivalent
(2,8737 %) est inférieur au taux semestriel proportionnel (3%). Et cette
constatation peut étre généralisée ;

— Le taux équivalent iy est inférieur au taux proportionnel i du fait de la

capitalisation des intéréts générés par iy au cours de I’année.

8. Valeur actuelle commerciale (VAC) :
Si je place un capital C a intérét composé au taux i pendant n périodes, la
valeur acquise seraCn = C X (1 +i)"
Si, on connait cette valeur acquise, je me demande dans les mémes
conditions de placements, combien vaut aujourd’hui ce que je toucherai dans
n périodes.
Exemple :
Deux personnes A et B doivent recevoir 10000€ le 01/01/2016. Combien
recevraient-elles si elles étaient payées le 01/01/2011 en tenant compte d’un
taux d’intérét composé de 8% ?
Solution :
I1 faut actualiser les 10000€ au 01/01/2011, donc soit une période de Sans.
C2016 = 10000€
C2011 = 10000 x 1,08™° = 10000 x 0,680583
C2011 = 6805,83<€

10
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Annexe : table financiere N°1: (1 + i)"
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