Cours 1 ere Année

Dettes

CHAPITRE I :

Les suites numeriques



1. Notion sur les suites numériques
1.1. Définition
Une suite numérique est une fonction a variables réelles, que 1’on peut noter :

w: M — B

M Uy
C’est une liste indexée de nombres. Elle a un premier terme, un deuxieéme terme, etc.

Exemple : Les nombres pairs constituent une suite numérique que 1’on peut définir par:

w: M — KM

n—2n
On aura alors :
Hg:ﬂ._m :2._111:4._1;3:6._114:8._...

Plus généralement, le terme u(n) correspond au (n — 1)*™ terme de la liste de nombres donnée.
Notations :

e On utilise généralement les lettres u, v, w, . . . pour caractériser une suite.

e (un) est appelé terme de la suite d’indice n (ou de rang n).

e Lasuite dans sa globalité est notée (un).

e Le rang du terme est sa position par rapport au début de la liste des termes.
Remarque : Attention ! Tl ne faut pas confondre le terme d’indice n de la suite et le nieme

terme de la suite.

1.2. Modes de génération d’une suite
e D’une maniére explicite

On dit qu’une suite (un) est définie de maniére explicite si I’on connait la fonction f telle que :
Yne N, u, = f(n).

Exemple : Soit (un) la suite définie par : un = —n? +n — 2.

Ona: uw=-0°+0-2=2; up=-12+1-2=-2 U= —2°+2-2=-4;

Us=—-52+5—-2=-22; efc.

e Par récurrence

Une suite (un) est définie par récurrence s’il existe une fonction f telle que :

Vn € Noupyy = f(un)



Exemple : La suite définie par :

up =1
{Hﬁ._,_l =ul+1 ¥nelN

est définie par récurrence ol Un+1 = f (Un) avec f (x) = X?+1, dont le premier terme uo = 1.
1.3. Sens de variation d’une suite
Pour étudier les variations de la suite (un), il suffit d’étudier le signe de Un+1 — Un :

e Sipour tout n, un+1 — Uy >0 alors (un) est croissante.

e Sipour tout n, up+1 — un < 0 alors (un) est décroissante.

e Si pour tout n, up+1 — U, = 0 alors (un) est constante.
2. Suites arithmétiques
2.1. Définition
On dit qu’une suite (Un) est arithmétique si on passe d’un terme au suivant en ajoutant toujours
le méme nombre reel r.

Un+1 = Un+r

Le réel r est alors appelé raison de la suite.

Exemples :
1. Lasuite: 1, 6,11, 16, 21, . . . est arithmétique de raison 5.

{ Up =10
Un+1 = Un—3

est arithmétique de raison (—3).

2. La suite définie par :

3. La suite des entiers naturels : 0, 1, 2, 3,4, 5, . . . est arithmétique de raison 1.
4. La suite des entiers naturels impairs est arithmétique de raison 2.

Propriété : Une suite (un) est arithmétique si et seulement si la différence un+1 — Un €st constante
pour tout entier n. Dans ce cas, la constante trouvée est la raison de la suite.
Exemples :
1. Soit u la suite définie par un = 3n — 2.
U+1— Un=3(N+1)-2-Bn—-2)=3n+3-2-3n+2=3
La suite est donc arithmétique de raison 3 et de premier terme up = —2.
2. Soit v la suite définie par vn = n?.
Vi —Vn=(N+1)?-n?=n?+2n+1-n?=2n+1
Le résultat dépend de n, la suite n’est donc pas arithmétique.
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3. Soit w la suite définie par :
wo =—1
Wh+1= W + p?

Par définition, la suite est arithmétique de raison p?

2.2. Représentation graphique et sens de variation

Propriété

Soit u une suite arithmétique de raison r. Dans un repére du plan, les points de coordonnées
(n ;un ) associés a cette suite sont alignés.

Pour une suite arithmétique, on parle alors d’évolution linéaire.

Théoreme : Soit (un) une suite arithmétique de raison r.

—Sir >0, alors la suite (un) est croissante.

—Sir <0, alors la suite (un) est décroissante

— Sir =0, alors la suite (un) est constante

Exemple

_ Soit u une suite arithmétique de premier terme up =5etr =-2.

a) Calculer uz ; uz ; us et ua.

b) Représenter graphiquement les 5 premiers termes de cette suite dans un repére.
c) Quel est le sens de variation de cette suite ?

Correction

a) Comme u est une suite arithmétique de premier termeu0 =5etr=-2,0na:
Ur=3;Ux=1; us=-1etus=-3.

F Y
b) &7
cde (0,5)
£
(1,3)
3 »
2
1 x{Z’ﬂ
D T
) 1 2 3 4 5
—1 »x(3,—1)
— 7
(4,—3)
—=3] *

c) Comme r=-2, la suite u est une suite strictement décroissante.
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2.3. Expression en fonction de n
Soit (un) une suite arithmétique de raison r.

Ona:
U =Up+r UW=ul+r=(Uo+r)+r=up+2r Us=Uzx+r=(Up+2r)+r=up+3r
Lo oy Ld = Ly _ 2 iy = u.ﬂ+ ......
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 1 -
L] L] L] ] L]
— . e W g —
Plus l""’ +r *r +r T
-

généralement, on a le résultat suivant :
Un=Uo + Nr
Si (un) est une suite arithmétique de raison r et si n et p sont deux entiers naturels, on a :

Uh=Up+(n—p)r

Exemple : Soit (un) la suite arithmétique de premier terme uo = 7 et de raison (-2).
Ona:un=Up+nr=7+nx(-2)=7-2n.
En particulier : usp=7—2 x 50 =7 — 100 = —93.
2.3. Somme des termes consécutifs
Soit (un) une suite arithmétique de raison r. On note Sy la somme des (n + 1) premiers termes
de la suite (un), ¢’est-a-dire :

Sp=Ugtu +uyt. .+ uy

premier terme + dernier terme
2

(uO + un)
2

S, = (nombre des termes X

Sp=(n+1) X

3. Suites géométriques
3.1. Définition
On dit qu’une suite (un) est géométrique si on passe d’un terme au suivant en multipliant
toujours par le méme nombre réel q.
Un+1=( X Un

Le réel q est alors appelé raison de la suite.

LX o oy o . . [ - Ll py = Edyp > -
'l 'l 'l 3 1 o

T L) L] L] L] —

— T L, _ i — T

E - | = g E A - | - |




Exemples

1. Lasuite: 1,2, 4,8, 16, ...est géométrique de raison 2.

2. La suite définie par : .
{H.;. = .._{

1
Up41 = —q7ln
est géometrique de raison (—-1).

3. La suite définie par u, = (—1)" est géométrique de raison (—1).

Propriété : Une suite (un) est géométrique si et seulement si le quotient "X est constante

Un

pour tout entier n. Dans ce cas, la constante trouvée est la raison de la suite.

Exemples

1. Soit u la suite définie par u,, = 5 x 3"*2

! o 9 X 3”_4 _ 3|z+.’l-—|z—2 — 3
: e - o .
La suite est donc Um DX 3" géométrique de raison 3 et
de premier terme u, = 5 X 3%2 = 45
: : - 3n
2. Soit v la suite définie par v, = prre)
g1 1
Urst 1 3_ - 3”+l qn+1 3|:+J—r! 3
Un - _3" - An+2 . an - An+2-—n—1 - E

0

. g . 3 . 3 1
La suite est donc géométrique de raison " et de premier terme vy = — = "

41
3.2. Représentation graphique et sens de variation

Théoreme : Soit (un) une suite géométrique de raison g et de premier terme uo positif.
- Sig>1,alors lasuite (un) est croissante.
- Si g=1, lasuite (un) estconstante.
- Si0<qg<1,alors lasuite (un) est decroissante.

Exemple

Soit u une suite géométrique de premier terme up =5 et g=0,3.

a) Quel est le sens de variation de cette suite ?

b) Repréesenter graphiquement les 5 premiers termes de cette suite dans un repére.



Correction

a) Comme u est une suite géométrique de premier terme up=5etq=0,3,0na:

Un=uoxq"=5x0.3"
Comme 0 < 0.3 <1, lasuite est strictement décroissante.
b)

u 5 1.5 0,45

0,135

0,0405

. 0 1 2 "3 4

3.2. Expression en fonction de n

Soit (un) une suite géométrique de raison q.

Ona:

Up = Ug X ( Uz =U1 X q=(Uo Q)X Q= Uo X g

Us=Uz2 X g = (Uo > ¢?) X q=uoxq’

Plus généralement, on a le résultat suivant :
Théoréme : Soit (un) une suite géométrique de raison g Alors :

Un =Ug X Q"

Remarque : Plus généralement, si (un) est une suite géométrique de raison g et si n et p sont

deux entiers naturels, on a : Un = Up X Q"7

Exemple : Soit (un) la suite arithmétique de premier terme uo = 3 et de raison 2.

Ona:un=ugxq'=3x2"
En particulier : uip = 3 x 10 = 3072.

3.3. Somme de termes consécutifs

Théoréme : Soit (un) une suite géométrique de raison q (avec q #1). On note S, la somme des

(n + 1) premiers termes de la suite (un), ¢’est-a-dire :

Sh=Up+ur+uz+---+up




Alors,ona:

I —d
Remarque : 1l est plus facile de retenir cette formule sous la forme suivante :

- . .nbre de termes
1 (ralson)

S = (premier terme) _
1 — raison

3.4. Limites de suites géométriques
Soit g un nombre réel donné.
1) Si g > 1, alors multiplier par un nombre supérieur & 1 correspond a un agrandissement. Donc,
les termes de la suite géométrique (q") augmentent indéfiniment lorsque n tend vers +o et
dépassent tout nombre choisi au départ a partir d'un certain rang. On écrit :

lim "=+

N—-+oo
2°) Si0<q<1,alors multiplier par un nombre compris entre 0 et 1 correspond a une réduction.
Donc, les termes de la suite géométrique (q") diminuent indéfiniment lorsque n tend vers +oo et
deviennent plus petits que n'importe quel nombre positif choisi au départ, aussi petit soit-il. On
dit que « la limite de g" lorsque n tend vers +oo, est égale a 0 ». On écrit :

lim g"=0

n —+co
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CHAPITRE Il :

Les Interets



1. Intéréts
1.1. Notion d’intérét
L’intérét est le revenu d’une somme d’argent prétée (ou placée). Il peut étre une dépense ou un
revenu.
e [l s’agit d’une dépense pour I’emprunteur, I’intérét correspond a la rémunération du
capital prété ;
e [l s’agit d’un revenu pour le préteur, 1’intérét est le revenu tiré du capital prété.
Le montant de I’intérét est fonction du capital, du taux de placement et de la durée du placement.

1.2. Eléments nécessaires au calcul de I’intérét
e Le capital : Le montant de I’intérét varie selon I’importance du capital. L’intérét est
proportionnel au capital (Capital ou principal : Somme d’argent mise a disposition
d’un emprunteur ou placée par un épargnant).
e Le taux de placement : Le taux de placement s’exprime le plus souvent sous la forme
d’un pourcentage.
Exemples
- taux de 8 %, de 5 %, 10 %, ...
- A la caisse d’épargne, le taux de placement est de 3.5% I’an. Cela signifie qu’une
somme de 100 DA placée pendant un an rapporte 3,50 DA d’intérét.

e Durée de placement :
Le montant de I’intérét varie selon la durée du prét. Celle -ci peut-&tre calculée en jours, en
quinzaines, en Mois ou années.
Le calcul de la durée se fait selon les regles suivantes : Une année compte 360 jours, 24
quinzaines, 12 mois.
=> Si la durée est calculée en jours, les mois sont comptés a leur juste valeur. Sans autre
indication, le mois de Février compte 28 jours.
=>» Si la durée est calculée en quinzaines: on compte les quinzaines a partir du ler ou du 16
de chaque mois qui suit le dépdt, a partir du ler ou du 16 qui précéde le retrait.
=> Si la durée est calculée en mois, on ne tient pas compte de la durée réelle des mois.
Exemple : Quelle est la durée d’un placement effectué du 5 Septembre au 15 Décembre ?
Septembre: 30 -5=25
Octobre 31
Novembre 30
Décembre 15
La durée d’un placement effectué est : 101 jours

2. Type d’intéréts
11 existe deux types d’intérét :
a) Intéréts simples : ’intérét est dit « simple » lorsqu’il est proportionnel a la durée du
prét.
b) Intéréts composés : I’intérét est dit « composé » si a la fin de chaque année, I’intérét
simple produit pendant 1’année précédente est ajouté au capital, cet intérét produisant a
son tour des intéréts. (on dit alors que ’intérét est « capitalisé ».)

2.1. Intéréts simples

e Définition

Dans le cas de I'intérét simple, le capital reste invariable pendant toute la durée du prét,
I’emprunteur doit verser a la fin de chaque période I’intérét da.

Les placements d'une durée inférieure a un an ont généralement des intéréts simples.



e Calcul de I’intérét simple

Soit :

Co : capital placé.

T : taux d’intérét.

n : période de placement en année.

| : intérét rapporté par le capital (Co).

Alors I’intérét est donné par :

Intérét = Capital x taux x durée |::> I=Coxtxn

_Cyxtxn

1
100

Exemple
Calculons I’intérét produit par un capital de 35850 Da placé pendant 3 ans a un taux égal a 11%.
On sait que : Co = 35850 Da

t=11%
n=3ans
=7
Solution : [ = XX _ 35850XAD3 _ 448305 Da
100 100
Remarque

Le taux annuel est désigné comme le taux nominal ou le taux facial. Pour calculer des intéréts
sur une durée inférieure a une année, on peut avoir besoin de déterminer le taux de la période
ou le taux périodique.

e Définition du taux périodique
Le taux périodique est un taux proportionnel si ce taux appliqué a un calcul d'intéréts simples
sur toutes les périodes de I'année donne le méme résultat que le taux annuel.

Formule générale
(Taux nominal X Durée de la période)

Taux périodique proportionnel =
p que prop Durée de I'année.

Souvent I’intérét est calculé en fonction du nombre du jour de placement. L’année est prise
pour 360 jours et les mois sont comptés pour leur nombre de jours exact.

e SiladuréeestenjoursI = % (36000 =100 x 360 jours).
e SiladuréeestenmoisI = C"lzz)"om (1200 = 100 x12 mois).

Exemples

1- Quel est ’intérét produit a intérét simple par un placement d’une somme d’argent de 12500

dinars au taux de 10,5% pendant 96 jours.

2- Quel est I’intérét produit par un placement de 15.500 dinars au taux de 9,5% pendant 7 mois.
» Solution

Coxjxt _ 12500x96x10.5

1- I= = =350DA
36000 36000
5. J = Coxmxt _ 15500x7x9.5 _ arg o= pa
1200 1200



2.1.1. Valeur acquise ¢ Cn*

e Définition

En ajoutant a un capital les intéréts qu’il a produit a la suite d’un p lacement, on obtient la somme dont
dispose désormais le propriétaire des fonds. Cette somme est la valeur acquise.

Cn:C0+|

_ CoXtxn
C,=0Cy oo
Co Xt

Cu=Co +nX (o5

)

2.2. Intéréts composés

2.2.1. Définition

On dit qu’un capital est placé a intérét composé lorsqu’a la fin de la premiere période, 1’intérét
simple de la premiere période est ajouté au capital, on parle alors de capitalisation des intéréts.
La capitalisation des intéréts est généralement annuelle, mais elle peut étre semestrielle,
trimestrielle ou mensuelle (Un capital est placé a intéréts composés lorsque le montant des
intéréts produits a la fin de chaque période de placement s’ajoute au capital placé pour devenir
productif d’intéréts de la période suivante).

Les intéréts des placements de plus d'un an sont généralement des intéréts composés.

e Calcul de I’intérét composé:
Soient :
Un capital Co
t: un taux d’intérét
n : la durée de placement
Nous pouvons calculer I’intérét obtenu par ce capital au bout d’un an (n =1).
> Pour la 1% période : CO ==——p 1an
Le calcul de I’intérét donne :
I =Coxt
Ce qui donne a la fin de la 1ére année, un capital C1
C1=Cot |
Ci=Cop+Coxt
Ci=Co(1+1)
> Pour la 2™ période : C1 = 2an
Le calcul de I’intérét donne :
| = Cixt
Ce qui donne a la fin de la 2°™ année, un capital C,
Co=Cy1+1
Co=C1+ Cyxt
Co=Ci1(1+t),avecC1=Co (1 +t) ona:
Co=Co(1+1t)x(1+1)
C2=Co (1 +1)?

2.2.2. Valeur acquise ‘ Cn*
» Alafindelapérioden: Ch=—— nans

Cn=Co(L+1t)"



e Meéthode de Calcul d’un taux de placement
Connaitre le montant du capital placé, la valeur acquise et le taux périodique. Transformer la
formule de capitalisation :

Cn

Cp=Co(1+ )" équivauta (1 +t)" = -
0

1
Soit : 1+t—(—)n d'ou t—(—)n—l

e Méthode de Calcul d’une durée de placement
Connaitre le montant du capital placé, la valeur acquise et le taux périodique. Transformer la
formule de capitalisation :

C
Cpn = Co (1 + )" équivaut a (1 + )" = C_”
0

Utiliser le logarithme népérien (ou décimal) pour déterminer la valeur de n placée en exposant :

C C
In(1+ )" =In— soitnin (1 +t) = In—
Co Co

2.2.3. Différents taux proportionnels
Le taux utilisé doit correspondre a la période de placement choisie (année, semestre, trimestre
et mois)

Taux proportionnels correspondants

Taux semestriel Taux trimestriel Taux mensuel

TaUX annUE| (ta) ts = ta/2 tt = ta/4 tm = ta /12

Exemple
A quel taux semestriel a été placé un capital de 5000 DA qui, en 102j, a rapporté 85 DA
d'intéréts ?

> Solution
Soit t,, le taux annuel de placement
On sait que :
Co = 5000 DA
ta= ?
n=102]j
| =85 DA
J = C0><t><n 5000 x t x 102 — g5 DA
360 360
t =0,06

D’ou le taux semestriel de placement

ts = ta/2=0.06/2 = 0,03 soit 3%.



4. Applications

e On place un capital de 8 000 DA pendant 72 jours au taux annuel de 6,5 %. Calculer I’intérét
et la valeur acquise a I’issue du placement.

e Calculer la valeur acquise d’un capital de 8 000 DA placé pendant 5 ans au taux annuel de
6,5 %. En déduire le montant des intéréts. (capitalisation annuelle)

e Un capital de 12 000 DA est placé pendant 4 ans ; la capitalisation des intéréts est mensuelle.
A I’issue du placement, la valeur acquise se monte a 15 245,87 DA. Calculer le taux mensuel
tm de Iintérét.

e Un capital de 7 000 DA est placé a un taux annuel de 6 %. La capitalisation des intéréts est
mensuelle. La valeur acquise se monte a 10 642,59 DA. Calculer en mois puis en années, la
durée du placement (utiliser les taux proportionnels).

Représenter les vues les plus représentatives



