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Corrigé examen d’algébrel

Variante 1

Exercice n° 1. (6pts)
On considere I’application f de R dans R définie par

f(z) =2 — 3z +2
Soient les ensembles
A={-2,-1,0,1,2}, B ={2}.
1. Déterminer f(A)

2. f est-elle injective, surjective, bijective ? Justifier.
3. Déterminer f~'(B)

Corrigé exercice n° 1.
1) Par définition f(A) ={y € R, tq3x € A, y = f(z)}

e 0c f(A)cardo = —2etx=1telque 0 = f(—2) = f(1).

e 4¢c f(A)cardx =—letx=2telqued = f(—1) = f(2). (1.5 pts)

e 2¢c f(A)cardx =0tel que 2 = f(0).
f(A) contient t-il d’autres éléments ?
Soity € f(A)telquey # 0,y # 2ety # 4. Donc Fx € Atel que y = f(x), donc x posseéde une
deuxieme image dans R contradiction car f est une application.

2 f n’estpasinjective car, 3x; = —2 et xo = 1 tel que f(z1) = f(z2) = 0. (1 pts)
La fonction f(x) est continue sur R et comme lim,_, ., f(z) = —occ et lim, ., f(x) = 00,
alors I’equation y = f () admet au moins une solution sur R, d’out f est surjective. (1 pts)
Conclusion : f n ’est pas bijective. (1 pts)

3)

f'B) = {reR,/f(x)=2}={rc R, /2*-324+2=2={z e R, /z* -3z =0}
{re R, /z(z® —1) =0} = {-V3, 0,V3}. (1.5 pts)
Exercice n° 2. (8pts)
Sur I’ensemble R — {1} on définit la loi de composition * par :
TrxY=aYy—T —Y+2

1) Montrer que (R — {1}, *) est un groupe commutatif.
2) Montrer que I’application f de R — {1} dans R* définie par 1 f(z) = 2 — 1 estun
isomorphisme de (R — {1}, ) dans (R*, x).



Corrigé exercice n° 2.

1) Montrons que (R — {1}, *) est un groupe commutatif :
1.a) La loi de composition * est bien une loi interne a R — {1} car: Siz ety € R — {1},
I’équation :
(xxy) —1=0<=(2y—2z—y+2)—1=0<=(1-2)(1—y)=0
n’a pas de solution dans R — {1} d’ou (z x y) # 1.
La loi est donc interne a R — {1}. (1 pts)
1.b) La loi est commutative car :
rxy=sy—x—y+2=yr—y—c+2=yx*xzx. (1 pts)
1.c) La loi * est associative car :
(xxy)xz = (ry—x—y+2)xz2=(ry—x—y+2)z—(zy—zr—y+2)—2+2
ryz —xz—yz+2z—xy+r+y—2—z4+2=x+4+y+z—xy —rz—Yyz+ Yz
et (1 pts)
xx(yxz) = sx(yz—y—2+4+2)=zx(yz—y—2+2)—z—(yz—y—2+2)+2
ryz —xy —xz+2r—rx—yz+y+z—24+2=x+y+z—axy—r2—yz+ aY=.
1.d) L’existence d’un élément neutre :
e est un élément neutre pour * si et seulement si = * e = e % x = x pour tout  dans R — {1}. Et
comme * est commutative, donc il suffit de résoudre 1’équation = * e = x d’inconnu e.
THe=2 << xe—r—e+2=r<=rve—2r—e+2=0
— ez—1)-22-1)=0<=(rz—-1)(e—2)=0=e=2. (1 pts)
Car z # 1. Donc e = 2 est I’element neutre de * dans R — {1}.
1.e) I'existence du symétrique de = dans R — {1} :

Soit x € R — {1}, 2’ est le symétrique de x pour * dans R — {1} sisi x x 2’ = 2/ x x = e pour
tout = dans R — {1}. Et comme * est commutative, donc il suffit de résoudre I’équation z x =’ = e
d’inconnu z’.

r¥r=e <= wt'—r—d'+2=c<=uwr’' —x -2 +2=2 (1 pts)
X

r—1

= wr'—r—2=0<=2(r-1)=r<=1 =

Il reste a vérifier que x’ # 1.

Supposons le contraire, ¢ "est a dire ' = 1 donc —*< = 1 ce qui veut dire z = = — 1 impossible.
Conclusion : (R — {1}, *) est un groupe abélien.

2) Montrons que f est un isomorphisme :

2.a) Soientz, y € R — {1} :

flax)ly=flay—z—y+2)=ay—ov—y+2-l=ay—z—y+1l=(-1)y—-1)=f2)f(y)
f est donc un morphisme de groupe (1 pts)

2.b) Montrons que f est bijective.



f estinjective :

Soient 21, x5 € R — {1} tel que f(x;) = f(z2) ce qui veut dire

11— 1 =29 — 1< 21 = 29, (1 pts)
d’ou f est injective.
f est surjective :
Soit y € R*, comme :
y=@w+1)-1
doncilexistex = (y+1) e R— {1} telquey = x — 1 = f(x), d’ou f est surjective (1 pts)

Conclusion : f est bien un isomorphisme de groupe.

Exercice n° 3. (6pts)
Soient E et F' deux ensembles, f une application dans F dans F' et g une application de f dans G.

1) Montrer que si g o f est injective et f est surjective, alors g est injective.
2) Montrer que si g o f est surjective et g est injective, alors f est surjetive.

Corrigé exercice n° 3.

1) Montrons que I’application g de £’ dans G est injective.
(F) (F)

Soient z; ’, z, ' deux éléments de F' tel que :
g(zi") = gly"), (1
montrons alors que x§F> = ng).
Comme f est surjective, donc ils existent ang), xéE) dans E tel que
F E F E E
5" = J@”) = g@”) = g(f (@) = go fa) 2)
et
F E F E E
) = f@) = g(5”) = g(f(@5") = g o f(a57) 3)

de (1), (2) et (3), on déduit :
go f(ai") = go f(«f)
et comme g o f est injective, donc : ng) = xgE). On déduit
1@) = f@7) = 2 = 2"
d’ou g est injective. (3 pts)
1) Montrons que I’application f de E dans F' est surjective.
Soit z(F) dans F', montrons alors qu’ils existe 2(*) dans F tel que 2(/) = f(2(%)),
Comme z) est dans F, donc g(x(F )) est dans GG. Posons alors
2@ = g(zF)) 4)

L application g o f de F dans G est surjective, donc #(%)de G possede un antécédent 2 dans F
par g o f. C ’est-a-dire :
go f(@') =2 = g(f(z')) = 2 (5)
de (4) et (5), on déduit que
g(@") = g(f(=*)))

et comme g est injective donc z(F) = f(z(F)) (CQFD)
Conclusion f est surjective. (3 pts)



Université Mouloud Mammeri de Tizi Ouzou Faculté des Sciences
Département de Tronc Commun Mathématiques et Informatique
Année Universitaire 2021/2022

Corrigé examen d’algébrel

Variante 2

Exercice n° 4. (6pts)



