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Master 2CM-FMP 

Solution de l’examen de Dynamique des Machines Tournantes 
 

Exercice 1 (06 Pts) : 

1/ les équations différentielles du mouvement : 

 

Bilan des forces selon 𝑂𝑥: −𝑓𝑥1 − 𝑓𝑥2 = 𝑚�̈� 

 Bilan des forces selon 𝑂𝑦: −𝑓𝑦1 − 𝑓𝑦2 = 𝑚�̈� 

Bilan des moments selon la direction 𝜃 : −𝑎𝑓𝑦1 + 𝑏𝑓𝑦2 = 𝐼𝑑�̈� + 𝐼𝑝Ω�̇� 

Bilan des moments selon la direction 𝜓 : 𝑎𝑓𝑥1 − 𝑏𝑓𝑥2 = 𝐼𝑑�̈� − 𝐼𝑝Ω�̇� 

En supposant les déplacements petits, les ressorts linéaires et qu’il n’y a pas de couplage élastique 

entre les directions 𝑂𝑥 et 𝑂𝑦 : 

𝑓𝑥1 = 𝑘𝛿 = 𝑘(𝑢 − 𝑎 sin 𝜓) ≈ 𝑘(𝑢 − 𝑎𝜓) 

 𝑓𝑥2 = 𝑘𝛿 = 𝑘(𝑢 + 𝑏 sin 𝜓) ≈ 𝑘(𝑢 + 𝑏𝜓) 

𝑓𝑦1 = 𝑘𝛿 = 𝑘(𝑣 + 𝑎 sin 𝜃) ≈ 𝑘(𝑣 + 𝑎𝜃) 

𝑓𝑦2 = 𝑘𝛿 = 𝑘(𝑣 − 𝑏 sin 𝜃) ≈ 𝑘(𝑣 − 𝑏𝜃) 

En substituants les forces dans les équations précédentes : 

𝑚�̈� + 2𝑘𝑢 + (−𝑎 + 𝑏)𝑘𝜓 = 0 

𝑚�̈� + 2𝑘𝑣 + (𝑎 − 𝑏)𝑘𝜃 = 0 

𝐼𝑑�̈� + 𝐼𝑝Ω�̇� + (𝑎 − 𝑏)𝑘𝑣 + (𝑎2 + 𝑏2)𝑘𝜃 = 0 

𝐼𝑑�̈� − 𝐼𝑝Ω�̇� + (−𝑎 + 𝑏)𝑘𝑢 + (𝑎2 + 𝑏2)𝑘𝜓 = 0 

2/ les pulsations propres si 𝑎 = 𝑏 et les effets  gyroscopiques sont négligés : 

Dans ce cas les équations différentielles du mvt devient :  

𝑚�̈� + 2𝑘𝑢 = 0 

𝑚�̈� + 2𝑘𝑣 = 0 

𝐼𝑑�̈� + (𝑎2 + 𝑏2)𝑘𝜃 = 0 

𝐼𝑑�̈� + (𝑎2 + 𝑏2)𝑘𝜓 = 0 
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𝜔1 = 𝜔2 = √
2𝑘

𝑚
  et   𝜔3 = 𝜔4 = √

𝑙2𝑘

2𝐼𝑑
 

Exercice 2 (14 Pts) :   

𝑙 = 1 𝑚 𝐼𝑝 = 1 𝑘𝑔. 𝑚2 𝐼𝑑 = 10 𝑘𝑔. 𝑚2 𝑘 = 𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 1 𝑀𝑁/𝑚 𝑘𝑐 = 0.2 𝑀𝑁/𝑚 

𝑓𝑥 = 𝑘𝑢 + 𝑘𝑐𝑣 ; 𝑓𝑦 = 𝑘𝑐𝑢 + 𝑘𝑣 

 

1°/ Les équations différentielle de mvt : 

 
 

Les déplacements 𝑢 et 𝑣 en 

fonction des rotation  𝜃 et 𝜓.  

 

 

 

𝑣 = 𝑙 𝜃 
 

 

𝑢 = −𝑙𝜓 

Moments agissant dans la direction de 𝜃 : −𝑓𝑦. 𝑙 = 𝐼𝑑�̈� + 𝐼𝑝𝛺�̇� 

Moments agissant dans la direction de 𝜓 : 𝑓𝑥 . 𝑙 = 𝐼𝑑�̈� − 𝐼𝑝𝛺�̇� 

𝑓𝑥 = 𝑘𝑢 + 𝑘𝑐𝑣 ; 𝑓𝑦 = 𝑘𝑐𝑢 + 𝑘𝑣  

En substituants 𝑓𝑥 et 𝑓𝑦 dans les équations des moments :  

{
𝐼𝑑�̈� + 𝐼𝑝𝛺�̇� + 𝑘𝑐𝑙𝑢 + 𝑘𝑙𝑣 = 0

𝐼𝑑�̈� − 𝐼𝑝𝛺�̇� − 𝑘𝑙𝑢 − 𝑘𝑐𝑙𝑣 = 0
 

𝑣 = 𝑙𝜃 ; 𝑢 = −𝑙𝜓  

En substituant 𝑢 et 𝑣 dans les équations des moments :  

{
𝐼𝑑�̈� + 𝐼𝑝𝛺�̇� + 𝑘𝑙2𝜃 − 𝑘𝑐𝑙2𝜓 = 0

𝐼𝑑�̈� − 𝐼𝑝𝛺�̇� + 𝑘𝑙2𝜓 − 𝑘𝑐𝑙2𝜃 = 0
 

Soit ces équations sous forme matricielle : 

[
𝐼𝑑 0
0 𝐼𝑑

] {
�̈�
�̈�

} +  [
0 𝐼𝑝𝛺

−𝐼𝑝𝛺 0
] {

�̇�
�̇�

} + [
𝑘𝑙2 −𝑘𝑐𝑙2

−𝑘𝑐𝑙2 𝑘𝑙2 ] {
𝜃
𝜓

} = {
0
0

}  

Partie 1 : les effets gyroscopiques sont négligés et 𝑘𝑐 = 0 

{
𝐼𝑑�̈� + 𝑘𝑙2𝜃 = 0

𝐼𝑑�̈� + 𝑘𝑙2𝜓 = 0
 

Les pulsations propres du système sont : 

𝑣 

𝑓𝑦 

𝑓𝑦 

𝑘𝑦 𝑐𝑦 

𝑧 

𝜃 

𝑙 

𝜃 

𝜓 

𝑙 

𝑢 

𝑓𝑥 

𝑓𝑥 

𝑘𝑥 𝑐𝑥  

𝑧 

𝜓 
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𝜔1 = 𝜔2 = √
𝑘𝑙2

𝐼𝑑
= √

10^6

10
= 316.22 𝑟𝑎𝑑/𝑠 ⇒ 𝑓1 =

𝜔1,2

2 ∗ 𝜋
= 50.32 𝐻𝑧  

2°/ Soit : 𝜃 = 𝜃0𝑒𝑗𝜔𝑡 et 𝜓 = 𝜓0𝑒𝑗𝜔𝑡, résoudre les équations de mouvement et déterminer les 

fréquences propres du système lorsque le rotor est à l’arrêt et lorsqu’il tourne à 1000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 

{
𝜃 = 𝜃0𝑒𝑗𝜔𝑡

𝜓 = 𝜓0𝑒𝑗𝜔𝑡
{

�̇� = 𝑗𝜔𝜃0𝑒𝑗𝜔𝑡

�̇� = 𝑗𝜔𝜓0𝑒𝑗𝜔𝑡
{

�̈� = −𝜔2𝜃0𝑒𝑗𝜔𝑡

�̈� = −𝜔2𝜓0𝑒𝑗𝜔𝑡
 

 

Substituant la solution dans le système d’équation : 

[[
−𝜔2𝐼𝑑 0

0 −𝜔2𝐼𝑑

] +  [
0 𝑗𝜔𝐼𝑝𝛺

−𝑗𝜔𝐼𝑝𝛺 0
] + [

𝑘𝑙2 −𝑘𝑐𝑙2

−𝑘𝑐𝑙2 𝑘𝑙2 ]] {
𝜃0

𝜓0
} 𝑒𝑗𝜔𝑡 = {

0
0

} 

[
−𝜔2𝐼𝑑 + 𝑘𝑙2 𝑗𝜔𝐼𝑝𝛺 − 𝑘𝑐𝑙2

−𝑗𝜔𝐼𝑝𝛺 − 𝑘𝑐𝑙2 −𝜔2𝐼𝑑 + 𝑘𝑙2 ] {
𝜃0

𝜓0
} = {

0
0

}  

La matrice doit être singulière, donc son déterminant est nul : 

(−𝜔2𝐼𝑑 + 𝑘𝑙2)2 − (−𝑗𝜔𝐼𝑝𝛺 − 𝑘𝑐𝑙2)(𝑗𝜔𝐼𝑝𝛺 − 𝑘𝑐𝑙2) = 0 

𝐼𝑑
2𝜔4 − (2𝑘𝐼𝑑𝑙2 + 𝛺2𝐼𝑝

2)𝜔2 + 𝑙4(𝑘2 − 𝑘𝑐
2) = 0  

- Cas 1 : Rotor à l’arrêt  𝛺 = 0 

L’équation caractéristique du mvt devient :  

𝐼𝑑
2𝜔4 − 2𝑘𝐼𝑑𝑙2𝜔2 + 𝑙4(𝑘2 − 𝑘𝑐

2) = 0 

AN : 

102 ∗ 𝜔4 − 2 ∗ 106 ∗ 10 ∗ 12𝜔2 + 14(1012 − 0.04 ∗ 1012) = 0 

𝜔4 − 2 ∗ 105 ∗ 𝜔2 + 0.96 ∗ 1010 = 0  

𝛥 = 4 ∗ 1010 − 4 ∗ 0.96 ∗ 1010 = 0.16 ∗ 1010 

𝜔1 = √2∗105−√0.16∗1010

2
⇒ 𝜔1 = 282.84𝑟𝑎𝑑/𝑠 ⇒ 𝑓1 =

𝜔1

2∗𝜋
= 45.01𝐻𝑧  

𝜔1 = √2∗105+√0.16∗1010

2
⇒ 𝜔2 = 346.41 𝑟𝑎𝑑/𝑠 ⇒ 𝑓2 =

𝜔2

2∗𝜋
= 55.13𝐻𝑧  

 

- Cas 2 : Rotor tourne à 1000 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 ; 𝛺 =
1000∗2𝜋

60
= 104.71 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

102 ∗ 𝜔4 − (2 ∗ 106 ∗ 10 ∗ 12 + 104.722 ∗ 12)𝜔2 + 14(1012 − 0.04 ∗ 1012) = 0 

102 ∗ 𝜔4 − (2 ∗ 106 ∗ 10 + 104.722)𝜔2 + 0.96 ∗ 1012 = 0 

 

𝜔1 = 282.45 𝑟𝑎𝑑/𝑠 ⇒ 𝑓1 =
𝜔1

2 ∗ 𝜋
= 44.95 𝐻𝑧  

𝜔2 = 346.88 𝑟𝑎𝑑/𝑠 ⇒ 𝑓2 =
𝜔2

2∗𝜋
= 55.20 𝐻𝑧  
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